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Risposta degli strumenti di misura a grandezzeiahbili nel tempo

0 - Richiami di meccanica delle vibrazioni: Sistermibrante a 1 grado di liberta

Si consideri il sistema di Fig. 1:

x.v.aF
- che puo muoversi nella sola direzione X, m —L

- sul quale agiscono solo forze nella direzione X,

- € costituito da tre elementi "teorici" cosi défin

Fig. 1

- massaelemento che soggetto alla azione di una forbesesea una accelerazione, proporzionale alla
forza secondo una costante di proporzionalita mn#ia direzione ed il verso della forza; la massa
e assolutamente indeformabile e quindi con rigideafinita e smorzamento nullo

F =mla a = accelerazione assoluta della masga =
guando la massa accelera reagisce con una farazh di inerzia, opposta alla accelerazione
Forza di inerzia: F =-mla=-mX
- molla: elemento che, soggetto alla azione di due fogealie contrarie, si deforma di una quantita

direttamente proporzionale alla forza secondo wsaote di proporzionalita K, costante della
molla; la molla e caratterizzata da massa nulla sndorzamento nullo

F=KIL; Xr

deformazione della molla =

spostamento estremo collegato alla massa taspesto altro estremo
la molla deformata reagisce con una forza, folastiea, opposta alla deformazione:

Forza elastica: F, = -K X,

- smorzatore viscoseelemento che, soggetto alla azione di due fogegli e contrarie, si deforma
con una velocita direttamente proporzionale alladcsecondo una costante di proporzionalita r,

costante di smorzamento viscoso; o smorzatoreoss®@ caratterizzato da massa nulla e da
rigidezza nulla.

F=rly,; vi = velocita di deformazione della mollax:

= velocita estremo collegato alla massa - veagltro estremo

lo smorzatore viscoso deformato con velocita digeta zero reagisce con una forza, Forza viscosa,
opposta alla velocita di deformazione

Forza viscosa: F, = —r ¥, = -r [X,

Togliendo tutti i vincoli, e cioé la molla e lo smzatore, ed evidenziando le forze che i vincoli
esercitavano sulla massa possiamo scrivere le emiliaz equilibrio della massa in movimento

1 Convenzioni di segno: chiamiamo x lo spostamentita deassa a partire dalla posizione di equilibriatiso e
assegniamo:

- segno positivo allo spostamento X, e alle suivaler, come in figura;
- segno positivo alle forze agenti sulla massairsdte come x;

* X =X -spostamento altro estremo, positivo quindi sadda si allunga,

* V, =X -velocita altro estremo; positivo quindi se teadeallungare la molla e lo smorzatore
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Risposta degli strumenti di misura a grandezzeiahbili nel tempo

Fi+ Fv+ Fe=0 -ma- rv - Kx =0 -mX-rx. —Kx, =0 (0-1)
se I'estremo della molla e dello smorzatore sonoolati al terreno:
Xr = X; Vi= V= X

-mX—-rx—Kx=0  nmX+rx+Kx=0  (vedi nota?) (0-2)

viceversa se anche l'estremo della molla pué mgoeese chiamiamo ¥ suo spostamento

x.v.a,F
m A
Fig. 2
k r
I
risulta: X =x + X V=X =X + X a=X=X +X%
m(X +%X)+rx +Kx=0; mx +rx +Kx=-mZX (0-3)

L'equazione risultante € una equazione differeazial secondo ordine a coefficienti costanti.

L’analisi matematica ci insegna che essa ha unzisole composta dalla somma di due termini:
X, = Xeg T Xip (0-4)

- Xrg = integrale generale della omogenea assocmatq + r x, + Kx = 0 (0-5)

- Xrp = integrale particolare della equazione completa

Mentre X3 € sempre ricavabile analiticamentg, e ricavabile analiticamente solo per alcune
particolari funzioni del termine a destra dell'ugudorzante), con un caso particolarmente semplice
da risolvere dato dalle funzioni esponenziale eomioa (seno, COSeno).

a) Integrale generale della omogenea associata

Definendo:
@, =+ K/m  pulsazione propria del sistema non smorzato (0-6)
r. =20mkw, = 2vK On; smorzamento critico (vedi nd)a (0-7)

2| controllo dimensionale evidenzia che nella fofassono sommati tutti e solo termini aventi la dirsione "forza" e
che quindi la formula & formalmente corretta

3 Il valore dello smorzamento, confrontato con lasramento critica’, , determina il comportamento del sistema; se
I 21, un sistema non forzato esternamente e inizialmeeteirbato torna nella posizione di equilibrio seoscillare,
I <r. un sistema non forzato esternamente e inizialmeerieirbato torna nella posizione di equilibrio @stillazioni

via via smorzate.
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h=r/r_coefficiente di smorzamento (0-8)

Nel caso in cur <r, (h<1), come sempre capita nei casi di interegggi dtrumenti di misura,
definendo

w,, = w,N1-h? pulsazione del sistema in presenza di smorzamento (0-9)

I'integrale generale della omogenea associata vale:
X, =€ (Atoda,, @)+ B Zen(w,, 0)) (0-10)

dove le costanti A e B sono determinate imponerido lequazione completa del moto, integrale
particolare piu integrale generale della omogessa@ata, soddisfi le condizioni iniziatj e X,

ovvero che al tempot=0 siano x (0)=x, e x(0)=x,

Si noti che se la costante r di smorzamento nomlla, ovvero se h non é nullo, I'equazione
appena scritta definisce, per qualunque condiziirmle diversa da zero, una oscillazione conéegg
armonica smorzata, moto che viene chiamato "tramgiiniziale".

Dalla equaziong0-10), e come si deduce anche dalle figure 3a e 3b,cavai che la
componente di moto definita dal solo integrale galeedella omogenea associata ha una ampiezza
che diminuisce, tra un ciclo ed il successivoyinzione del solo valore del rapporto di smorzamento
h, e quindi le ampiezze diminuiscono tanto piu getoente quanto piu elevato e il valore della
pulsazione propria del sistema.

Nel caso particolare nel quale non vi siano fotizasterne né movimenti del vincolo, le
costanti A e B si possono facilmente trovare dtsir@ la soluzione:

Xrg = e_hmm(xro Eoiwnh |:ﬂ) + (XrO /wnh)lkn(wnh |:ﬂ)) (0'11)
equazione visualizzata nelle figure 3a e 3b parametri indicati in didascalia.
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Xo=1; Xo=0;r/r,=01; f=1Hz Xo=1;%X,=0; r/r,=01; f=2Hz
Fig. 3a Fig. 3b

b) Integrale particolare della equazione completa

Come detto, lintegrale particolare € determinalitddo in casi particolari e, fra questi, risulta
particolarmente interessante, per l'utilizzo ch& ssaminato in seguito, il caso nel qualabbia

andamento armonico con ampiezzg’

411 pedice "a" indica "grandezza armonica"
Il pedice "s" indica "segnale" e cioé grandegeaerica
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X, =X, = X, COsw,t ; X =X, =X, @’ cosw,t (0-12)

l'integrale particolare, che rappresenta il motegime, ovvero quando si sia esaurito il transatori
iniziale, vale:

MK, &

Xeap = _ codw,t +4,) =X, Lodwt+4,) (vedinot®)  (0-13)
VK -mezJ +(re
dove:
-rw
90 S et o9
si puo inoltre definire itoefficiente di amplificazione®d,:
X
O, =% = meo; (0-15)

%o (K -maz) +(ra,)

Quandawx € uguale a zeroy2€ uguale a zero e quindi&xa sono uguali in modulo e segno
(faseg¢, = 0; invece quandox € uguale ad infinito rxe %a sono uguali in modulo ma con segno

opposto (fasep, = -r7); infine quandow, = w,, Xa diventa molto grande, al limite infinito se r=0,
dando origine al fenomeno noto come "risonanza”.

Sismometro
Sismometro
6 & w
— =0,0 0 ® a
85
15% —h=0,1 e =0,0
~. 4
? 5 ——h=0,2 ——h=0,1
I \ ———h=04 Gy ———h=0,2
2 A S 90 h=0,4
—h:0‘7 — n=0,
&L — | —h=0,7
——h=1,0 =0,
0 | §\\\ =10
at , —
:'4 We -180 —
Fig. 4a Fig. 4b

Le prime due particolarita prima evidenziate fammaire come sia possibile realizzare strumenti
di misura di accelerazione assoluta (accelerometth)spostamento assoluto (sismometro):

- seuy € Molto piccolo, anche se non nulkg,, € quasi uguale a zero e quindi(spostamento della

massa) diventa quasi ugualexg ; la accelerazione della massa diventa quasi ugalide
accelerazione del vincolo, la velocita relativaettita quasi uguale a zero.

L'equazione di equilibrio diventa quasi uguale a:

5 1l controllo dimensionale evidenzia che, nellenfiala, tutti i singoli coefficienti (m?, K, rw) hanno le medesime
dimensioni e che quindi, correttamente, a destilaigeale vi & una lunghezza
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Xrap = Fi | K = —mxa’ | K = —-mx & | K

facendoci vedere quindi che misurando la deforomezidella molla % possiamo ottenere
direttamente, con le avvertenze che vedremo initegeda accelerazione del vincolo e realizzare
quindi un accelerometro assoluto

- seuwx € molto grande, anche se non pari ad infinitg xomungue quasi uguale@e¢, uguale a

-T, ovvero la massa rimane quasi ferma; se la massane ferma costituisce un riferimento
inerziale e quindi misurandoexsi misura di fatto, a parte il segno e con le aereze che vedremo
In seguito, lo spostamento del vincolo realizzagdmdi un sismometro assoluto.

by

Per capire il significato della affermazionex"molto grande" o &%, molto piccolo” é
opportuno evidenziare nella equazione dell'integpalrticolare il rapporto:

a=w,lw, (0-16)

Moltiplicando e dividendo I'espressionedi per m&J si ottiene:

X 2
CDa = _rap = a; (0-17)
Xa \J1-a2) +4ah?
—2ah
tgp, =—— 0-18
99, - (0-18)

se ne deduce cha; si dovra ritenere grande se molto piu grandexdia>>1), viceversa piccolo se
molto piu piccolo diw, (a<<1)

Siriporta, a mo' di esempio, in figura il motoav@to nel caso di massa inizialmente ferma sottapos
al tempo t=0 ad una forzante sinusoidale; con Iswtle € disegnato il moto a regime; con linea
spessa il moto effettivo nel casowli=4w. e h=0,1

Moto forzato con transitorio iniziale

Ampiezza

1,5 n
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1.0 - Sismometri ed accelerometri - Sistemi delosen ordine

Per costruire un sismometro o un accelerometroghiera quindi costruire un sistema
costituito da una scatola, che dovra essere figflatggetto del quale vorremo misurare il movinoent
all'interno della quale dovra essere realizzatisiema vibrante ad un grado di liberta fino ad ora
studiato. Bisognera poi installare uno strumentondiura dello spostamento relativo tra la massa
vibrante ed il vincolo della molla e dello smorzatoscegliere infine opportunamente i parametri
costruttivi (m, r, K), .

e -
H—l
m Txt
' Fig. 5

N

2 H

L'analisi del comportamento dello strumento di uresandra poi condotta ricavando il
rapporto tra la grandezza che viene misurata dallomento di misura (indicazione), lo spostamento
relativo nel nostro caso, e la grandezza con and@mamonico che vogliamo misurare, la
accelerazione del vincolo nel caso di acceleromdtyospostamento del vincolo nel caso di
sismometro. Queste relazioni vengono genericamigidieate come funzione di trasferimento
armonicd’ dello strumento di misura.

Si noti perd che, a differenza dello schema teogsaminato in precedenza nel quale era
assegnato lo spostamento, e quindi la accelerazi@h@incolo, ora lo spostamento del vincolo, la
sua accelerazione, e l'incognita da trovare e ahlgbisogna aggiungere l'ipotesi, da verificates
lo strumento di misura abbia effetto di carico apfivvero che la sua applicazione non modifichi la
grandezza da misurare. Nel caso specifico risuitieate che l'effetto di carico diverra sensibiég n
caso in cui la massa globale dello strumento diiraidiventasse una frazione non piccola della massa
del sistema del quale vogliamo misurare spostanoestcelerazioni.

Nel caso di sismometro le equazioni 0-13 e 0-1d cerve delle figure 4a e 4b, prima riportate,
sono gia la funzione di trasferimento armonicaalsifumento di misura, ovvero le equazioni e curve
che permettono di correlare, in funzione della azilsne dello spostamento armonico impresso, |l
valore della grandezza di misurapal valore % della grandezza da misurare, sempre ovviamente a
regime.

Nel caso di accelerometro la funzione di trasferito armonica dovra correlare lo
spostamento relativo (integrale particolarg) alla accelerazione del vincok),«?, e pertanto il
fattore di amplificazione, e la relativa fase, ditexanno:

X 1 1

¢, =—2 ="10 (vedi notd) (1-1)
o X, @ \/(1— az)2 +4a’h?
—2ah
t = 1-2
99, —a (1-2)

811 controllo dimensionale evidenzia che nella fotag nella quale gli elementi "a" e "h" sono adisienali, essendo il
rapporto tra spostamento ed accelerazione dimem€&iarorrettamente a destra deII‘uguaIe]dédf cioé
dimensione%
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Accelerometro Accelerometro
an w
— (=0,0 0 * a
..t;ff h=0.1 a—1=0,0
i: —h=0,2 —h=0,1
o ——h=04 o 90 ———h=02
< 1 é \ —h=0,7 S — h=0,4
]  h= — =0,7
a’ ~ h=1,0 O
\\\,\ —1 | ——h=10
E Wa -180
Fig. 6a Fig. 6b

Nel caso di accelerometro quindi le equazioni 4-1-2, e le curve delle figure 6a e 6b,
costituiscono la relazione che permette di coreekamregime, in funzione della pulsazione della
accelerazione avente andamento armonico, il vatisarato ¥.p al valore da misurar&, .

1.1 - Risposta di un sismometro a segnali generiesue variabili nel tempo

Se lo strumento di misura ha comportamento lineame ad esempio l'accelerometro o il
sismometro schematizzati sopra, la applicazionka delvrapposizione degli effetti ci suggerisce la
possibilita di studiare il comportamento dello stento di misura al segnale generico come somma
delle risposte dello strumento di misura alle slaggmoniche nelle quali ogni segnale, anche il piu
strano, & scomponibile tramite la trasformata dirfew.

Nel semplice esempio di grandezza da misuraregied, la trasformata di Fourier diventa la
serie di Fourier. Dato che otterremo, sia dalléeser Fourier sia dalla trasformata di Fourier, una
espressione nella quale compare la somma di iefarihoniche, la trattazione logica dello sviluppo
con funzione generica e guella con funzione pecedbincidono; per la semplicita di scrittura nel
seguito considereremo il caso di funzione periodigaindi lo sviluppo in serie di Fourier.

La serie di Fourier permette di scomporre in wréesdi funzioni armoniche una funzione x
periodica di periodo d, dove funzione periodica significa che per ogtamte t vale la relazione
x (t+T.)=x (t) e dove quindi & possibile definire una pulsaziene

w =1/T, = pulsazione fondamentale (prima armonica) dglwssamentax, (2-3)

La serie di Fourier € data dalla somma del valedimdella funzione scomposta piu infinite
armoniche, ciascuna avente pulsazione multiplarantkella pulsazione fondamentale, ed ha la
espressione:

X =%+ (A codiat) + Bsen(icat) (14
= dove:

T./2
X, :Ti 0 j& (ot = valor medio della funzione, (1-5)

s -T,/2

T, /2

A = Ti 0 [ x, [eodict) (et (1-6)

s -T,/2
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2 T, /2
B =—0 [ % Ben(icat) et (1-7)

s -T,/2

e, ponendo infine:

C =yA +B’ e g =arctat-B /A) (1-8)

la serie di Fourier puo essere scritta come
X =%+ > C; [Rodiayt +¢,) (1-9)
i=1
L'utilizzo della serie di Fourier, assieme alladb del sistema vibrante, ci permette quindi,

utilizzando la sovrapposizione degli effetti, dcavare il valore della indicazione, a regime,
quando il vincolo e soggetto ad un generico spostamperiodicox, .

Ricavando dalle equazio(i-1) e (1-2) i valori di ®; =X, /X, , rapporto di amplificazione
a regime, fra ampiezza dello spostamento relativiqazione) ed ampiezza dello spostamento del
vincolo (grandezza da misurare) quando questo erdom con pulsazionew,, e di ¢, , valore della
fase relativa fra indicazione e spostamento danaisusi ottiene:

X, = X [0 +ici (e, cos(ia)lt +y, +¢i) (1-10)

Confrontando questa equazione con la equazione skellppo in serie dk , risulta evidente
che, per valori generici db,, ®,, ¢,, i valori di x e x sono del tutto diversi fra loro, ovvero che lo

strumento sismometro non & normalmente in gradmidurare lo spostamentq: si dice che lo
strumento distorce l'indicazione; viceversa, ®g, ®, e ¢, hanno espressioni tali che consentano

di estrarli dalla equazione che definisce le espressioni dire x diverranno, a meno di un fattore
di scala e di un ritardo temporale, assolutamegtsli

Condizioni per non avere distorsione:

®, é un fattore moltiplicativo e quindi potra essesdratto dallo sviluppo in serie di xcioe
scomparira dalla equazione dj ron avendo quindi distorsione in ampiezza se:

il rapporto di amplificazionab, = ®, =costante  per ogni "i";
ovvero sed e costante al variare di e quindi puo essere raccolto divenendo un fattoseala.

@. € una fase che si somma in una funzione armonjeeneli potra essere estratto dallo sviluppo in
serie di x, cioe scomparira dalla equazione ginron avendo quindi distorsione di fase, se:

1) ¢, =0 per ogni "i" ovvero per ognia: in questo cas, e X, risultano in fase e quindi
hanno lo stesso segno

2) ¢, = ;m=—m per ogni "i" ovvero per ognie: X € X, sono in controfase e quindi hanno
segno opposto

Lez.5 Risposta dinamica strumenti_vers 2015.docx 9/25



Risposta degli strumenti di misura a grandezzeiahbili nel tempo

3) ¢, =i [, per ogni "i" ovvero per ognic : la fase cresce linearmente con la pulsaZione

Qualora siano contemporaneamente verificate ldizmme sul rapporto di amplificazione e
una delle tre condizioni sulle fasi, non si avrstatisione e quindi lo strumento di misura funzi@ner
correttamente.

Purtroppo, come si vede dalle figure 4a e 4lnéé ¢, hanno, al variare delle frequenze, il
comportamento prima definito per cui sara impossibostruire un sismometro che sia in grado di
misurare correttamente un qualsiasi spostamento.

Per quanto visto, lo studio della capacita dehsimetro di misurare spostamenti variabili nel
tempo si riduce infine allo studio di due diverieraative:

a) dato uno spostamento, come devo realizzare smosietro che sia in grado di misurarlo
correttamente?

b) dato un sismometro quali tipologie di spostameénin grado di misurare correttamente?

Anticipiamo subito che con "correttamente” nonpsitra mai intendere come "senza
distorsione™ ma bensi con una distorsione quariiilez&d "accettabile” ovvero con un errore di
misura massimo preventivamente definito.

a) Caratteristiche richieste al sismometro per miate correttamente uno spostamento assegnato.

Il confronto fra la curva di risposta a regime sisimometro (figure 4a e 4b) e lo sviluppo in
serie dello spostamento da misurare (equazionenie8jra chiaramente che, comunque sia costruito
il sismometro, ¥, valor medio dello spostamento e quindi la comptsa pulsazione nulla, non sara
mai rilevabile: sempre sicuramente lo strumentmidura perdera il valor medio.

Tutte le altre componenti armoniche, aventi putsaz w,, w, =20y, W =il , W, = L&y,
avranno invece rapporto di amplificazione ugualeiad e fasi tutte uguali & 77 solo sew,>>w), ;

accettando un errore massimo dell'1% si ottien@ssenza di smorzamento e nel caso peggiore e
cioe con ampiezza della armonica a pulsazidag maggiore della ampiezza di tutte le altre, che le

condizioni sopra definite sono verificate A€ty >10cw), , rapporto che pero si dimezza se si accetta
un errore massimo del 5%. Questa constataziomesirs pero con il problema pratico qui di seguito
descritto.

Dato w, sara sempre possibile pensare di poter costruirgismometro con pulsazione
propria w, sufficientemente piu piccola dv, ma potranno esserci problemi costruttivi se si

volessero misurare spostamenti non orizzontalindaanfatti lo spostamento da misurare non giace
su una linea orizzontale, chiamanad'angolo formato rispetto all'orizzonte, la forgaso agente
sulla massa del sismometro provochera un allunganistatico” della molla dato dalla relazione:

X4 = (g/ K)Sena = (g/ o) ena (1-11)
dove con g e indicato il valore della accelerazidingravita.

Nel caso peggiore, ovvero di misura di spostamaanticali e quindi di molla verticale (come
nella figura 5), si avrebbe = 71/2 = sena =1. Per quest'ultimo caso, guardando i valorkgj, in

" Fase (nel nostro caso negativa) linearmente anescen la pulsazione corrisponde alla introduzidingn ritardo
temporale costante su tutte le armoniche e qusedid & costanteX, (t) =P LK (t - Dt) con

Ot=¢, /11l =9, 1210 =@,/ w, =@, | W)
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Risposta degli strumenti di misura a grandezzeiahbili nel tempo

funzione diw, riportati in tabella, si vede che risulta di fatteealizzabile la costruzione di un

sismometro avente frequenza propria inferiore a itHpianto esso dovrebbe essere estremamente
pesante ed ingombrante, dovrebbe infatti avere mbioai sufficienti a permettere la deformazione
statica della molla e quindi almeno di alcuni desirin

relazionewn-Xrstat
wn [Hz] | wn [rad/s]| Xrstat [M]

0,16 1,00 9,810
0,32 2,00 2,453
0,50 3,14 0,995
1,00 6,28 0,249
2,00 12,56 0,062 Tab. 1

3,00 18,84 0,028
4,00 25,12 0,016
5,00 31,40 0,010

Un ulteriore problema é rappresentato dalla sadténtrodurre 0 meno smorzamento nel
sistema vibrante; la figura 4b mostra che, per mizéare la distorsione di fase, cioé per avere
@, = - per tutte le armoniche presenti nel segnale, sdaxar scegliereuv, troppo piu piccolo di

w,, € opportuno che lo smorzamento sia molto pic¢sdopossibile addirittura nullo), mentre per

minimizzare la distorsione di ampiezza (Fig. 4aulta opportuno scegliere un coefficiente di
smorzamento h pari a 0,7. La scelta pero di unozaneento troppo basso comporterebbe che, in
caso di spostamento da misurare non perfettameniedjro, si innescherebbero dei transitori che,

come visto, richiederebbero molti cicli, e quindsendow), piccolo, un tempo molto elevato per
smorzarsi. Il risultato sarebbe che le curve 4d.ecie permettono di ricavare la componente di
spostamento a regime, non rappresenterebbero ppdstamento globale , indicazione dello

strumento di misura, e quindi non consentirebbétodp valutare la capacita dello strumento di
misurare correttamente lo spostamento stesso.

Nella pratica costruttiva si aggiunge smorzameantonodo che gli eventuali transitori si
eliminino sufficientemente in fretta, accettandanguche le piu basse frequenze misurabili, quando
non si sia a regime, siano pari a circa dieci vialteequenza propria del sismometro.

1.2 - Risposta di un accelerometro a segnali gecamente variabili nel tempo

Per studiare il comportamento dell'accelerometsodna seguire esattamente la procedura
esaminata per il sismometro ovvero, schematicamente

- individuare, tramite la serie di Fourier, le apgde e le pulsazioni delle armoniche presenti nella
accelerazione da misurare

- analizzare il comportamento dell'accelerometroire, particolare, ricavare la funzione di
trasferimento armonica e cioe sfasamento introdettapporto fra la indicazione, che anche in
questo caso e rappresentata dallo spostamentvoelat), e la grandezza che vogliamo misurare,
la accelerazione del vincolo, quando questa vammlegge armonica ovvero quando valgw?
(equazioni 1-1 e 1-2)

- analizzare, al variare del coefficiente di smareato h e del valore della pulsazione propva se

il coefficiente di amplificazione rimane costantesariare della pulsazione in modo da non avere
distorsione di ampiezza, e se la fase tra indicezegrandezza da misurare soddisfa una delle tre
condizioni poste ovvero o valore nullo, o valoreipa-71, 0 valore proporzionale alla pulsazione.
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Risposta degli strumenti di misura a grandezzeiahbili nel tempo

Anche in questo caso si vede che per qualungoeevdi smorzamento e di pulsazione propria
scelti non esistera un accelerometro in grado durare correttamente una qualsiasi accelerazione e
che pertanto dovremo individuare, per ogni accebetoo, quali caratteristiche dovranno avere le
accelerazioni per essere misurate correttamentpurepdovremo capire come costruire un
accelerometro in grado di misurare correttamengepanticolare accelerazione.

a) Caratteristiche richieste all'accelerometro penisurare correttamente una accelerazione
assegnata.

Il confronto fra la curva di risposta dell'accel@etro (figure 6a e 6b) e lo sviluppo in serie
della accelerazione da misurare:

accelerazione = %, = acc,, + Y. acc, [todiawt +¢;) (1-12)

i=1
mostra chiaramente che il rapporto di amplificaeiaelle varie componenti armoniche della

accelerazione differiranno da un valore costantéot@iu quanto piu la pulsazione aumenta e si
avvicina alla pulsazione propria, per poi tendere al valore zero pertendente all'infinito. Ne
risulta che se effettivamente nella accelerazioossdro presenti infinite frequenze sarebbe
impossibile costruire un accelerometro correttamémzionante.

Introducendo pero il concetto di massimo errorengsgibile sulla misura della accelerazione
&, possiamo trasformare la equazione 1-9 nella:

N
accelerazione = %, = acc,, + > acc, [Eodict +¢, )+ ¢, (1-13)

i=1

e conseguentemente l'indicazione diventera:

N
X, =acc, [0, + " acc, (@ codiwt +¢, +4,)+¢, (1-14)
i=1
dove N dovra essere scelto in modo @hesia piu piccolo del massimo errore di misura che

consideriamo accettabile. Si vede subito che, iestjucaso, sara sufficiente che distorsione di
ampiezza e di fase provochino errori minori delez massimo ammissibile non piu per infinite
pulsazioni ma solo per le pulsazioni comprese éra e w,,,, = N, : 0<ws< N,

Nel caso di smorzamento nullo si vede (figure 6& ed equazioni 1-1 e 1-2) che, mentre non
ci sono problemi di distorsione di fase purabg,., <w,, ci sara sempre distorsione di ampiezza
ma, accettando un errore massimo dell'1% , nel paggiore e cioé con ampiezza della armonica a
pulsazionew,,,, maggiore della ampiezza di tutte le altre, ocaarmehe la piu elevata armonica

presente nello sviluppo in serie di Fourier, aljigsazionew,,, piu piccola diOllé, valore che
pero aumenta 82 [, se si accetta un errore massimo del 5%.

Come spesso accade pero la analisi teorica sirscoon alcuni problemi pratici.

- legame fra la ampiezza del campo di frequenzeattamente misurabili e la sensibilita

Come si vede chiaramente da quanto detto prirap,apmentare il valore limite delle
frequenze correttamente misurabili dobbiamo aumenta ma, cosi facendo, riduciamo la

sensibilita dell'accelerometro di un fattas# ; questo problema si affronta, come si vedra nel
seguito, sia scegliendo misuratori di spostamerdlativo molto sensibili sia scegliendo
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opportunamente il valore dello smorzamento: si vefidti, dalla Fig. 6a, che in corrispondenza di
un valore di h pari a 0,7, il fattore di amplifiteze rimane costante, con errore inferiore al 5%,
sino a circa0,6 [y, e contemporaneamente lo sfasamento introdégo6b, risulta proporzionale

alla pulsazione fino a,. Ne risulta che con smorzamento h=0,7 , invece adre h=0, sara

possibile costruire, a pari campo di frequenze matsili correttamente, accelerometri con maggiore
sensibilita. Siricordi pero che la presenza @i sfasamento non nullo provoca un ritardo temporale
tra indicazione e grandezza da misurare; nel cieaocelerometro con h=0,7 questo ritardo € circa
uguale ad= 15/ w, . In un caso reale se si avesge= 62.800 rad/s (10.000 Hz) il ritardo sarebbe

circa di 0,02 ms, ritardo assolutamente trascurabineno che non si debbano confrontare istante
per istante piu segnali misurati con strumenti &ven, e quindi ritardi, diversi fra di loro. In questo

ultimo caso infatti si potrebbe giungere a risuleatdeduzioni anche gravemente difformi dalla
realta.

- non conoscenza preventiva delle caratteristicled segnale

Quando si misurano accelerazioni legate a fenomeovi, dei quali cioé non si abbia
esperienza precedente, non sempre risulta immddieddutazione della frequenza delle armoniche
caratteristiche del segnale e, in particolarelatelvalore massimo. Per quanto detto pero unssscel
non corretta delle caratteristiche dell'acceleromporta a distorsione ovvero a sfasare le singole
armoniche presenti nel segnale in maniera non ttareead amplificarle ognuna in modo diverso.
In questi casi risulta utile sia una analisi détlezanti che agiscono sul sistema fisico sottopast
misura, sia la scelta preventiva di un acceleromnatrente frequenza propria molto elevata, e
conseguentemente con bassa sensibilita, al sgbo steiconoscere le pulsazioni delle armoniche
presenti nel segnale di misura e, solo successiv@natilizzare I'accelerometro piu sensibile a
disposizione ma che sicuramente non distorce.

- possibile presenza di armoniche non dipendenti fdmomeno fisico che si vuole misurare

Come si vedra quando si esamineranno le tecrelmmgtruttive degli accelerometri, alcuni
fra gli accelerometri a maggior diffusione, gli aBrometri piezoelettrici, hanno un valore di
smorzamento bassissimo. Siccome spesso accadesdgnale utile atteso si sommino segnali di
disturbo dovuti alla presenza di forzanti saltuagigali per esempio urti, potrebbero comparire nel

segnale di misura armoniche ad ampiezza non pssioia e con pulsazione prossimacad

gueste armoniche inattese sarebbero, in caso dolpivalore dello smorzamento, amplificate
molto dall'accelerometro portando ad una forteodssbne. A questo si aggiunga poi che, come si
vedra in seguito, la ampiezza massima della teasuinuscita degli strumenti di misura e
normalmente limitata dalla elettronica di condizorento dello strumento. Se il segnale tende a
superare questo limite va in saturazione ovveragdiato in ampiezza. Come risultato della
eventuale saturazione non sara piu riconoscibitgjiedi utilizzabile, il segnale utile dovuto alla
accelerazione di interesse. In questi casi, qualonasi sia sicuri che non esistano fenomeni astern
inattesi che possano generare segnali con armoaich#i frequenze non comprese nel campo di
corretto funzionamento dell'accelerometro, sareodppo eliminare queste armoniche prima che
arrivino all'accelerometro stesso con opportutrifjlfiltri meccanici, interposti fra I'accelerometro
ed il corpo del quale si voglia misurare l'acceterae.

Le trattazioni viste fino ad ora, che consideravsolo grandezze da misurare di tipo periodico,
possono essere immediatamente estese come ddtwasegnali genericamente variabili nel tempo.
Tutte le considerazioni fino ad ora sviluppate mrmaano valide con la sola avvertenza che la

8 La definizione di "filtro" & in Doebelin alle pag§85-693
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pulsazione fondamentale, prima trovata, di valore finito, degenerera in poéazione infinitesima

dw, e che quindi la serie (sommatoria) di Fourierrasformera nella piu generale trasformata
(integrale) di Fourier.

1.3 - Accelerometri e segnali variabili nel temporcandamento particolare

Consideriamo ora la risposta di misura di un amoehetro utilizzato per misurare
accelerazioni particolari per le quali risulti imdigta la determinazione della soluzione.

a) segnale a gradino

Viene definita "a gradino" la variazione di una rgtazza che, ad un tempg passa
istantaneamente da valoreagvalore g

Una variazione di accelerazione a gradino si ldaesempio, quando un accelerometro
inizialmente fermo viene lasciato cadere: la acegiene misurata passa istantaneamente dal valore
zero al valore g della accelerazione di gravitaserondo esempio si ha quando si fissi su un \icol
che provenendo da un rettilineo imbocchi una carvaggio costante, un accelerometro in direzione
normale alla direzione di marcia: anche in quesasocla accelerazione misurata passera
istantaneamente dal valore zero al valore corrideote alla accelerazione centripeta.

Lo studio della risposta dello strumento di misp@rebbe essere condotto mediante la
trasformata di Fourier, trasformata che, nel castignlare di gradino con valore iniziale nulloheec
dopo l'istantejt=0 sale a valore finale unitario, vale:

Sen—a'tda)

) . 1 1
radinodi a=+—
g 2 nIO w

(integrale di Dirichlet) (1-15)

ma risulta molto piu semplice risolvere la equaeiatifferenziale dello strumento di misura
constatando che nel caso sopraddetto la soluziongsmonde alla risposta completa, integrale
particolare piu integrale della omogenea assoadikeita equazione differenziale

mx +rx +Kx=mg (1-16)
cont = 0 e con condizioni iniziali:

x.=0

%, =0

soluzione rappresentata nella figura 7 nella gsalé indicato con valore 1 la indicazione che
I'accelerometro fornisce, a regime, quando misnenaccelerazione parildag

Ampiezza
1,75
15 —AP
1,25 1A

A A A
0,75 v' \v/ —==eh=0,2
0,5 \
0,25

0 I ‘ ' ' Tempo

0 2 4 6 8 10

Fig. 7
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Analogamente a quanto visto nel caso di una aeztae periodica, sara impossibile che la
indicazione dell'accelerometro sia sempre cormeiia stabilendo un errore ritenuto accettabile ed
essendo disposti a leggere la indicazione dopaungrao tempo corrispondente ad un determinato
numero di cicli, otterremo una indicazione corretta

Considerando la figura 7 si vede che l'oscillagidella indicazione varia attorno ad un valor
medio corretto e che la ampiezza dello scostamdetoesce, ad ogni ciclo, tanto piu rapidamente
guanto piu elevato € h. In questo esempio avremaoingicazione che differisce sempre meno del
5% da quella corretta dopo cinque cicli con rappdrt0,1 o dopo due cicli con rapporto h=0,2
corrispondenti, nella ipotesi di accelerometri cbequenza propria di 10.000Hz a tempi,
rispettivamente, di 0,5ms e di 0,2ms. Come gitbypualora la frequenza propria dell'accelerometro
fosse minore, valesse ad esempio 200Hz come putareapel caso di accelerometri estensimetrici,
il tempo di attesa necessario per avere indicazéthseordante per meno del 5% aumenterebbe a
100ms nel caso di h=0,1, a 40ms nel caso di h=0,2

b) segnale a rampa

Si definisce rampa un segnale inizialmente conreatostante pari a zero che, a partire dal tempo t
cresce linearmente nel tempo. La legge della rasapaquindi:

a=0 pert<t,
a=b [ﬂt -t ) (con b=costante) per >t (1-17)

La soluzione, ancora, potrebbe essere trovatazadilido la trasformata di Fourier ma, piu
semplicemente, risolvendo I'equazione differenziale

mx +rx +Kx=mbt-t) (1-18)
cont > t; e con condizioni iniziali:

x (t-t)=0

x (t-t,)=0

La soluzione completa, data da integrale partieolar integrale della omogenea associata,
supponendo h<1, vale, pfir-t,)>0,

b 2h 1 _ i
I CH S @19

Il modulo della soluzione, sovrapposto allandamedélla rampa,- € rappresentato con scale
arbitrarie nelle figure 8a e 8b per due diversoviael rapporto h di smorzamento e cadt

Risposta alla rampa Risposta alla rampa
Ampiezza P P Ampiezza P P
40 40
3 —~ 3
25 e 25
20 T 20
R —ro1] 3 -
8 i i ——rampa (5) —h=0,7
1 "l T T T T T T
B0 1020 30 40 4301020 30
Tempo Tempo
Fig. 8a Fig. 8b
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Anche in questo caso si presenta un transitorzgalle oscillatorio per cui bisognera attendere
alcuni cicli, e corrispondentemente un tempo inmersnte proporzionale ad), , prima che la

indicazione dell'accelerometro differisca dal valoorretto a meno del solo valore @h/

Proprio per evitare ai veicoli che affrontano enava una situazione oscillatoria come quelle
provocate da un innesco improvviso a gradino ovgea causa di rotture nella struttura e spiacevoli
per i passeggeri, le curve delle linee ferroviagi@ alcuni casi delle strade veloci, sono racatad
ai tratti rettilinei con le clotoidiovvero con linee il cui raggio di curvatura passa gradualita dal
valore infinito iniziale, corrispondente al rettidio, alla curva vera e propria a raggio costante,
evitando cosi cambi istantanei e finiti della siwra dei veicoli guidati e aumenti improvvisi di
accelerazione laterale.

9 La clotoide e una linea piana definita tramitguazione

pSn:An+1
dove ¢ indicato cop il raggio di curvatura e con s la coordinata dimea avente valore zero in corrispondenza del
punto di raccordo rettilineo-curva; A ed n son@igmetri che permettono di progettare la lungheetaratto di
raccordo fra il rettilineo ed il tratto di curva@ggio costante.
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2.0 - Ordine dei sistemi, sistemi di ordine zero

Come anticipato nei precedenti paragrafi, si &isabicare sinteticamente con la dizione
"sistemi del secondo ordine" il comportamento dsglimenti di misura il cui modello porta alla
scrittura di una equazione differenziale a coedfiti costanti del secondo ordine. Con dizione
analoga saranno quindi definiti come strumenti tiura di ordine zero, di ordine uno, di ordine n,
gli strumenti di misura il cui modello fisico di mgportamento porti alla scrittura di equazioni
differenziali a coefficienti costanti di ordine medi ordine uno, di ordine n.

Si puo sin d'ora anticipare che, come intuitive,ilscomportamento degli strumenti del
secondo ordine poteva essere sintetizzato da daenpti caratteristici, pulsazione propuag e

rapporto di smorzamentg gli strumenti di ordine zero non possiederann@ipetri caratteristici,
gli strumenti di ordine uno potranno essere sirzati da un parametro, gli strumenti di ordine n da
n parametri.

Un esempio di strumento di misura di ordine zetargsuratore di tensione elettrica mediante
circuito potenziometrico descritto nella figura segte:

.

Fig. 9

- B

La tensione da misurare viene applicata ai morgef e l'indicazione viene ottenuta
spostando il cursore del potenziometro in modo zizerare la corrente che passa attraverso il
galvanometro (misuratore di corrente, qui indicadm un cerchietto con una freccia nel proprio
interno): in questa situazione sono evidentemegtelu la tensione da misurare e la caduta di
potenziale lungo il tratto A-B del potenziometraensplificando al massimo il circuito di misura,
indicando con L la lunghezza utile del potenziometon x la posizione del cursore rispetto a B, con
Vs la tensione di alimentazione, e supponendo infime anche durante i transitori la corrente che
circola nel potenziometro sia sempre uguale atlsitme di alimentazione fratto la resistenza glebal
del potenziometro, il modello produce la seguenteeione:

V =V, Ox/L)

ovvero, come anticipato, una equazione di ordime mella quale cioé non compaiono derivate della
indicazione.

E' del tutto evidente che, in questo caso, qualergja I'andamento della variazione della
grandezza da misurare, armonico, periodico, a goada rampa, generico, I'andamento della
indicazionex sara, a meno del fattore di sc&lg/ L , esattamente uguale, e quindi senza distorsioni,
allandamento della grandezza (tensione) da msunalipendentemente dal valore dei parametri
costruttivi del potenziometro.
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3.0 - Sistemi di primo ordine
Un esempio di strumento del primo ordine & costtdal termometro.

Il termometro, per tutti i possibili fenomeni fisutilizzati per misurare la temperatura e per
qualsiasi tecnica costruttiva utilizz8tag un sistema che deve essere inserito nell'atelieh quale
si vuole misurare la temperatura e che forniscenstiaazione che dipende dalla temperatura assunta
dall’elemento sensibile del termometro stesso.tudis della risposta a segnali variabili nel tempo
permette di valutare come, e con che legge, terpardell'ambiente e temperatura del termometro,
e cioe la sua indicazione, differiscano tra di loro

Per studiare le leggi generali di funzionamentbtelenometro viene costruito un modello
fisico molto semplificato, qui di seguito illustoat

- il termometro viene supposto di materiale omogene

- il termometro € piccolo, per cui tutte le suetpldanno una temperatura uniformig

- la capacita termica del termometro e trascuratsfgetto alla capacita termica dell'ambiente nel
guale verra inserito per cui si puo trascurared sffetto di carico

- il termometro e completamente inserito nell'amtealel quale di vuole misurare la temperatura
- 'ambiente ha una temperatura unifofime

- il termometro scambia energia solo per conveziersnlo con I'ambiente del quale si vuole
misurare la temperatura

- nel termometro non avvengono reazioni di tiparebo od altro, e quindi la variazione della sua
energia interna sara sempre uguale alla energiacambia con I'ambiente nel quale € inserito

- il principio fisico sfruttato per misurare la tperatura e tale per cui il valore dell'indicazione
varia linearmente con la temperatura del termometro

in queste condizioni chiamando:

Q il calore scambiato tra ambiente e termometroitiposse entrante nel termomet[rkg [’ E‘s‘z]
k il coefficiente di scambio termico convettivo aimbiente e termometl[ckg 37 ETC‘l]
Sl'area di scambio termico fra ambiente e termoax{emz]

c il calore specifico del materiale costituenteaﬂrﬂometrc{ m* 37 ETC‘l]

m la massa del termometfkg]

Si potranno scrivere

- la equazione di trasmissione del calore tra antbie termometrodQ = k BT, — T,) [eit
- la equazione di variazione della energia intelelsermometradQ = ¢ L[aIT,

ed essendo uguali, per una delle ipotesi dettige idd , si giunge alla equazione:

10'5j vedra che l'unica eccezione a questa afferma@&aappresentata dai pirometri ad irraggiamento.
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¢t T, +T, =T, (3-1)
k(B dt

equazione differenziale del primo ordine a coedfiti costanti.

In questo caso il parametro caratteristico deiesia € il coefficiente moltiplicativo del
termine differenziale, coefficiente che, dalla #&iatlimensionale della equazione, risulta avere
dimensione di tempo e viene chiamato costantena o

_cln
k5

come gia visto la analisi matematica ci insegna l@pazione differenziale ha una soluzione
composta dalla somma di due termini:

Tt = Ttg + Ttp (3'3)

r (3-2)

- Tyg = integrale generale della omogenea associatdeTt +T, =0 (3-4)

- Typ = integrale particolare della equazione completa

Mentre Tg esiste semprel € ricavabile analiticamente solo per alcune paldii funzioni
del termine a destra dell'uguale (forzante), corcaso particolarmente semplice da risolvere dato
dalle funzioni esponenziale e armonica (seno, @ajsen

a) Integrale generale della omogenea associata
L'integrale generale della equazione omogeneaiasawale:

T, =A™ (3-5)

equazione nella quale la costante A deve essevat&ramponendo che l'equazione completa,
integrale particolare piu integrale generale defteogenea associata, soddisfi la condizione iniziale
T(t=0)=T,

e quindi, nel caso dizF0=costante,
T, =T, (3-6)

equazione riportata graficamente qui di seguitdipetesi diT,, = 1

Termometro
Ampiezza

0,8 \
0,6 \\ —=1
0,4 \\\ T;Z
0,2 \

N
0 —

0 2 4 6 8 10 :
tempo Fig. 10
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b) Integrale particolare della equazione completa

L'integrale particolare e ricavabile, come de#olo in pochi casi e, per quanto gia visto,
risulta particolarmente utile esaminare il caso quele la temperatura dell'ambiente vari con

legge armonica (indicata quindi comg ®emperatura ambiente avente legge armonica).
T, =T, =T, [tosw,t (3-7)

in questo caso la legge di variazione della tentpeaalel termometro data dall'integrale particqglare
e cioé a regime, vale:

_ 1 _ _
Tep = Toa B———="[Cos@,t +¢,) = T, [®  [tos@,t +9,) = T, [tos@,t +9,) (3-8)
Ja? T2 +1
con modulo del coefficiente di amplificazioned, = T _ ! (3-9)
T T Jm?+l
e fase data dalla relazione:tg¢, = —w, [ (3-10)
Termometro Termometro
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Fig. 11a (vedi not&) Fig. 11b

3.1 - Risposta di un termometro a segnali generi@arte variabili nel tempo

Per studiare il comportamento del termometro lnaogeguire esattamente la procedura
esaminata per il sismometro o l'accelerometro mjv@hematicamente:

- individuare, tramite la serie di Fourier, le apgze e le frequenze delle armoniche presenti nella
temperatura da misurare

- analizzare il comportamento del termometro, owvacavare, a regimeJ,, (indicazione)
quandoT,, (grandezza da misurare) varia con legge armonicdeno cioe ricavare fase
introdottag, e coefficiente di amplificazion®,,

1 Non si confondano il grafico di Fig. 10 coi grafii Fig. 11 anche se sembrano simili: nel primascissa c'e il
tempo e rappresenta I'andamento della temperaglitardhometro durante il transitorio di passagggouna
temperatura iniziale supposta uguale ad uno edamperatura finale supposta uguale a zero; nehslecim ascissa c'e
la pulsazione (moltiplicata pe) e rappresenta la funzione di trasferimento arg@nivero, in funzione della
pulsazione, la fase introdotta ed il modulo deb@rto, a regime, fra la temperatura del termometetemperatura
dell'ambiente quando quest'ultima varia nel tengolegge armonica.
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- analizzare, al variare della costante di tempse il coefficiente di amplificazion®, rimanga

costante al variare della pulsazione in modo daavane distorsione di ampiezza, e se la fase
¢, tra indicazione e grandezza da misurare soddisfidelle tre condizioni di non distorsione

e cioe se ha valore nullo, o valore parirg © valore proporzionale alla pulsazione.

a) caratteristiche richieste ad un termometro perisarare correttamente una temperatura
assegnata

Anche in questo caso si vede che, per qualungoeevdella costante di tempo con cui verra
realizzato il termometro, non esistera un termomietgrado di misurare correttamente una qualsiasi
variazione di temperatura e che pertanto dovreoogni termometro, scoprire quali caratteristiche
dovranno avere le variazioni di temperatura pegressiisurate correttamente, oppure come dovremo
costruire un termometro in grado di misurare ctareente una particolare variazione di temperatura.

L'analisi della funzione di trasferimento armonidel termometro (equazioni 3-9 e 3-10,
figure 11a e 11b) ci dice che non si avra distomsjmné in ampiezza né in fase, maggiore del 5% se
tutte le armoniche presenti nello sviluppo in setedla temperatura da misurare soddisfano la
condizionew, [t < 03e quindi sew,,,, [T < 03 mentre se I'errore massimo ammissibile scende

all'l% la condizione da soddisfare divieag,, [f < . @l noti infine che per il fatto che la fase
introdotta e diversa da zero, la misura risul@rdata di un tempo pari a circa 1,5 valte

Le condizioni esposte ci fanno vedere che perrpoisurare correttamente temperature che
variano con armoniche ad alta frequenza é oppoxtasuire termometri conpiccolo e che quindi,
dall'esame della definizione dibisogna:

- abbassare, calore specifico del materiale costituente iftemetro, che pero ha un valore fissato
dal fenomeno fisico utilizzato per misurare la temgbura. Non € modificabile,

- aumentarek, coefficiente di scambio termico convettivo trabaemte e termometro, facendo
muovere il fluido o agitando il termometro,

- aumentaré, area di scambio termico fra termometro e ambjégteesta grandezza dipende dal
guadrato di una dimensione caratteristica del targtm)

- abbassaren, massa del termometro, (questa grandezza dipesideudo di una dimensione
caratteristica del termometro)

L'analisi di questi ultimi due parametri ci diceimdi che il rapporton/'S diminuisce al
diminuire delle dimensioni del termometro.

In conclusione per poter misurare correttamentep&gature genericamente variabili nel
tempo sara opportuno costruire termometri piccali pssibilmente, utilizzarli agitandoli
nell'ambiente di misura.

Si noti infine che le dimensioni del termometrmadegate alla sua resistenza meccanica e
che quindi se eccessivamente ridotte comporterahenati rischi di rottura. | termometri cioe
dovranno essere di opportuna resistenza meccanigaindi grossi, qualora il fluido del quale si
debba misurare la temperatura abbia elevato pesufisp, oppure si muova con elevata velocita o
con turbolenza, oppure trasporti particelle solide.

Le trattazioni viste fino ad ora, che consideravsolo grandezze da misurare di tipo periodico,
possono essere immediatamente estese come ddtwasegnali genericamente variabili nel tempo.
Tutte le considerazioni fino ad ora sviluppate mraano valide con la sola avvertenza che la
pulsazione fondamentale, prima trovata, di valore finito, degenerera in posazione infinitesima
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dw, e che quindi la serie (sommatoria) di Fourierrasformera nella piu generale trasformata
(integrale) di Fourier.

3.2 - Termometri e segnali variabili nel tempo candamento particolare

a) Segnale a gradino

Nelle misure di temperatura il caso di segnaleadigo € particolarmente di interesse perché
riproduce tutte le situazioni nelle quali un ternedro inizialmente a regime ad una certa temperatura
viene, quasi istantaneamente, inserito nell'améidnmisura; sono i casi, solo a titolo di esempio,
del termometro clinico inizialmente a temperatunabeente che viene messo sotto l'ascella del
paziente per misurarne la febbre, il caso del temgtoo a regime in una stanza riscaldata che viene
portato all'aria aperta per misurare la temperatstarna, etc.

Lo studio della risposta dello strumento di misprebbe essere condotto mediante la
trasformata di Fourier, ma risulta molto piu semglconstatare che la risposta al segnale a gradino,
a parte il valore delle condizioni iniziali, &€ eésatente quella studiata per ricavare l'integrateegae
della omogenea associata, e quindi, sgted)=Tain la temperatura iniziale del termometro, uguale
a quella dell'ambiente nel quale € originariameimerito, e Tin la temperatura, costante,
dell'ambiente di misura, la legge di variaziondai®mperatura del termometro per t>0, ovvero dopo
l'inserimento del termometro nel nuovo ambientég:va
T, =T — (T — Tan) &7 (3-11)

afin afin

In questa situazione risulta di interesse conesdepo quanto tempo la temperatura del
termometro, e quindi la sua indicazione, differrszadalla temperatura dell'ambiente per meno
dell'errore massimo ammissibile; questo tempo viehemato_tempo di risposta, € funzione

dell'errore ammesso e cresce linearmente con tardesdi tempa del termometro.

Chiamandoe il valore della differenza tra temperatura finaell'ambiente e temperatura del
termometrce = Tafin - Tt Si ottiene:  tf = In((Tafin- Tain) / €)

elencato nella tabella seguente nella quale vierderziato come la differenza tra indicazione e
temperatura a regime decresca nel tempo.

t/t € / (Tafin- Tain)
0,1 90,48%
0,2 81,87%
0,5 60,65%
1 36,79%
2 13,53%
3 4,98%
4 1,83%
5 0,67%
6 0.25% Tab. 2

Ad esempio, pensando ad un termometro clinicogzgpando:
temperatura iniziale del termometranFE 22 °C
temperatura da misurarenif =37 °C  (=> hfin - Tain = 15 °C)
errore accettabile dal medies 0,1 °C (=>T - Tafin =€=0,1 °C =3¢/ (Tafin-Tain) = 0,0066 = 0,66 %)
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risulta che dovremo attendere un temptempo di risposta, pari a
T.INn((Tafin-Tain)/€)= 1.In((37-22)/0,1)=T .5

ovvero almeno 5 volte la costante di tempoper avere l'indicazione corretta. Se siamo penani
ambiente non riscaldato {f= 5 °C) e abbiamo una febbre da cavallgi{¥40 °C) risulta

€ | (Tafin-Tain) = 0,29 % dovremo adattarci ad un tempo di rispadineno pari a sei volte il valore
della costante di tempo. Concretamente se abbiamo il termometro della aobello grande,
dovremo attendere una diecina di minuti, con pictemometri 1 minuto, con sensori ottici
piccolissimi, pochi secondi.

4.0 - Problemi generali dell'adeguamento della resgia in frequenza

Dall'analisi effettuata sino ad ora, risulta evigerche, come sempre succede nei problemi
dell'ingegneria, I'adattamento degli strumenti diura per consentirne I'utilizzo con segnali vatiab
nel tempo porta a controindicazioni non sempre tteto#:

- per riuscire a misurare con un sismometro spastéira bassa frequenza, bisogna costruirlo pesante
ed ingombrante

- per riuscire a misurare con un accelerometrolaaoni ad alta frequenza, se ne deve diminuire
la sensibilita

- per poter misurare correttamente temperatur@abgirnel tempo, il termometro deve essere piccolo
con conseguenti rischi di rotture;

- nel caso di termometro a mercurio, diminuire Essa comporta la diminuzione dell'innalzamento
del mercurio nel capillare e quindi la diminuziatedla sensibilita

- nel caso di termometro a bilamina, diminuire lassa equivale a ridurre la forza che la bilamina
puo esercitare e quindi ridurre I'utilita del temm&tro se viene utilizzato come attuatore

- per poter misurare pressioni variabili nel tengom un manometro a colonna di fluido, bisogna
limitarne il fondo scala

e limitazioni analoghe si trovano in tutti gli stnenti di misura; ne segue che non sara mai possibil
costruire ed utilizzare un solo strumento di migun@gettato per la misura di grandezze comunque
variabili nel tempo ma si dovranno progettare sirtire diversi strumenti, con diverse caratterisdi
dinamiche, e sara cura dell'utilizzatore finaledalta dello strumento che non distorca il paréicel
segnale che deve essere misurato ma che contereporante abbia in minima misura gli
inconvenienti descritti.

Ad esempio mentre un solo accelerometro aar= 200 kHz sarebbe adatto a misurare tutte le
accelerazioni che si possono trovare nelle appboazomuni, sono costruiti accelerometri c@h
paria 1, 10, 35, 50, 100, 200kHz per consentipuao la scelta della combinazione ottimale delle
caratteristiche di sensibilita e distorsione.
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5.0 - Verifica del modello

In questa lezione sono state esaminate le metgi@oper lo studio della risposta dinamica
degli strumenti di misura mediante soluzione d&tgiazioni differenziali descrittive dei loro
rispettivi modelli dinamici. Apparentemente sembldre che questo approccio analitico sia
sufficiente per risolvere completamente il problema si deve sempre aver presente che tutti |
parametri costitutivi dei modelli hanno valori otiebbono essere ricavati sperimentalmente e che il
modello deve essere validato sperimentalmente.

a) determinazione dei parametri

Ovviamente i valori dei parametri utilizzati nellarie espressioni via via scritte debbono
essere determinati sperimentalmente con metodotbgdéengano conto della loro definizione fisica
ma anche delle regole di determinazione dell'iezed composta.

Fra i numerosi esempi pensabili consideriamo tardgnazione della pulsazione propria di
un sistema vibrante ad 1 grado di liberta che, cdett®, valew, =+VK/m

guesta quantita pud essere ricavata in numerosi ik pit immediati sono:

1 - valutando separatamente valore ed incertezzasdira di K (con due misure: una di spostamento
ed una di forza) e di m (con una bilancia) ed eseda poi i calcoli per la determinazione del
valore diun e della sua incertezza (calcolo della incertepraposta)

2 - provocando una oscillazione libera del sistemeurando con un cronometro il periodo di
oscillazione T, calcolando quindi, =21t/ T e valutando la sua incertezza di misura

Si vede subito che entrambe le procedure di misonasono esenti da imprecisioni:

- nella prima non sara in generale corretto chegessere trascurata la massa della molla; non sara
in generale corretto che possa essere trascuratadivolezza dell'attacco massa-molla; alla
incertezza di misura dei parametri, ben determiaabisognera aggiungere l'incertezza dovuta alla
diversita fra modello e sistema fisico reale; caiseltato finale, la procedura teorica dara ridulta
di bassa accuratezza

- la seconda procedura é relativamente sempliteduliona accuratezza se lo smorzamento globale
del sistema e piccolo e quindi se, in seqguito aal perturbazione dalla posizione di equilibrio, si
hanno numerosi cicli di oscillazione (tenendo pnéseovviamente, che la pulsazione misurata non
sara la pulsazione propria ma la pulsazione dgmsis smorzatey,, = w,v1-h* ). L'accuratezza

pero crolla se lo smorzamento non € piccolo in tubisognera misurare il periodo su pochi cicli,
al limite uno soltanto.

Solo una grande esperienza ed abilita sperimgmbéia portare alla scelta della metodologia migljor
solo un apparato di misura ben progettato e mlizportera a valori numerici caratterizzati da un
valore di incertezza limitato.
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b) verifica sperimentale del modello fisico-matentat

Anche qualora i vari parametri siano stati ricaeah grande accuratezza, rimane sempre il
dubbio che, nella realizzazione del modello fisieatematico, siano stati mal valutati, o addirittura
trascurati, alcuni fenomeni fisici capaci di modifre i risultati ottenuti.

Mentre I'approccio analitico e utilissimo per pettarci di capire l'influenza dei vari parametri
sul comportamento dinamico dello strumento di naswndicandoci gli effetti indotti da un loro
cambiamento, risulta essenziale una verifica spgriale "globale” della risposta dinamica dello
strumento al fine di validare il modello.

La verifica sperimentale globale puo essere reatiézin molti differenti modi a seconda della
tipologia dello strumento di misura, a secondaaj@iarato sperimentale disponibfi.

Ad esempio, per verificare il modello di un termeino sara abbastanza facile realizzare una
variazione a gradino della temperatura dell'amkieed quale € immerso il termometro e registrare
'andamento nel tempo della temperatura indicata.

Un primo risultato importante sara ottenuto dakgifica che la legge di variazione della
temperatura abbia Il'andamento esponenziale negatdeterminato dalla formula

T =T, — (T, —T.,)[&"'7; in questo caso sara possibile ricavare facilmentestante di tempo

afin afin

T mediante, ad esempio, una procedura di calcolaril@imi quadrati calcolati sulla differenza,
valutata in corrispondenza di istanti successigiyalore ricavato dalla equazione e valore misurat

Potrebbe pero capitare che 'andamento non s@idéde con una esponenziale negativa e
guesto potrebbe indicare, ad esempio, che:

- | parametri non rimangono costanti nel tempo,
- il comportamento del sistema non € lineare,
- non e trascurabile I'effetto di carico dello stento di misura

- il modello corretto non é descritto da una eqoeeidifferenziale del primo ordine ma da una
equazione differenziale di ordine superibte.

E' chiaro che, in questi casi, si dovra ripendlareodello aggiungendo i fattori correttivi che
consentano di ottenere risultati analitici coerenti quelli sperimentali.

2 Sj noti che, ad esempio, la procedura di taradegdi accelerometri certificata nel Politecnicdwllano assicura una
incertezza relativa pari al 2%

13 Sj veda ad esempio su Doebelin a pag. 634 l'inflaalella presenza di eventuali guaine di protezgutla risposta
dinamica dei termometri e sull'ordine dell'equaeidifferenziale che ne definisce il comportamento.
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